ДИНАМИКА ЭКСИТОННЫХ ПЕРЕХОДОВ В ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ НАНОСТРУКТУРАХ С КВАНТОВЫМИ ТОЧКАМИ
                             // Ученые записки КФУ. Физико-математические науки 2010 N2 by Русецкий Григорий Александрович & Хасанов Олег Хайруллович
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎÎ ÎÑÓÄÀÑÒÂÅÍÍÎÎ ÓÍÈÂÅÑÈÒÅÒÀ
Òîì 152, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2010
ÓÄÊ 538.958
ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÝÊÑÈÒÎÍÍÛÕ ÏÅÅÕÎÄÎÂ
Â ÏÎËÓÏÎÂÎÄÍÈÊÎÂÛÕ ÍÀÍÎÑÒÓÊÒÓÀÕ
Ñ ÊÂÀÍÒÎÂÛÌÈ ÒÎ×ÊÀÌÈ
.À. óñåöêèé, Î.Õ. Õàñàíîâ
Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ýåêòîâ ëîêàëüíîãî ïîëÿ íà äèíàìèêó ýêñèòîí-
íûõ ïåðåõîäîâ â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñòðóêòóðàõ ñ êâàíòîâûìè òî÷êàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî
â ïîëå óëüòðàêîðîòêîãî èìïóëüñà ñâåòà äèíàìè÷åñêèé ñäâèã ÷àñòîòû ïðèâîäèò ê ðåà-
ëèçàöèè ÷åòûðåõ òèïîâ îñöèëëÿöèé, âêëþ÷àÿ áèóðêàöèîííûé ðåæèì. Àíàëèçèðóåòñÿ
õàðàêòåð îñöèëëÿöèé àáè â ïîëå äîñòàòî÷íî äëèííîãî èìïóëüñà, êîãäà ó÷åò àçîâîé
ðåëàêñàöèè ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì. Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ òðè ðåæè-
ìà îñöèëëÿöèé, áîëåå òîãî, ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò îäíîé ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé ê äðóãîé.
Ìîìåíò ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ àçîâîé ðåëàêñàöèè è ïàðàìåòðîì åå íåëèíåé-
íîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàíòîâûå òî÷êè, ïîëóïðîâîäíèêîâûå íàíîñòðóêòóðû, íóòàöèÿ,
íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, äèíàìè÷åñêèé ñäâèã ÷àñòîòû, íåëèíåéíûé õàðàêòåð àçîâîé ðå-
ëàêñàöèè.
Ââåäåíèå
Êâàíòîâûå òî÷êè îòíîñÿòñÿ ê íóëüìåðíûì íàíîñòðóêòóðàì. Îíè ïîëó÷èëè íà-
çâàíèå èñêóññòâåííûõ àòîìîâ, ïîñêîëüêó ïîäîáíî àòîìàì îáëàäàþò äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì. Êâàíòîâîå îãðàíè÷åíèå íîñèòåëåé çàðÿäà âî âñåõ òðåõ èçìåðåíèÿõ ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî ýêñèòîíûå ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàþòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè è ñòàáèëü-
íûìè äàæå ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ îáúåìíûìè
ïîëóïðîâîäíèêàìè ðàäèóñ Áîðà ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ïàð ñòàíîâèòñÿ ÷ðåçâû÷àé-
íî áîëüøèì. Ïîýòîìó äèïîëüíûé ìîìåíò ïåðåõîäà â íèõ ñ ó÷åòîì ðàçìåðíîãî
êâàíòîâàíèÿ ìîæåò äîñòèãàòü 80 D è áîëåå. Ñîâåðøåííûå ñòðóêòóðû ïîìèìî
áîëüøèõ äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ïåðåõîäà ìåæäó ýêñèòîííûìè ñîñòîÿíèÿìè ìîãóò
õàðàêòåðèçîâàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì âðåìåíåì àçîâîé ðåëàêñàöèè. Ñî÷åòàíèå
óêàçàííûõ àêòîðîâ ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýåêòèâíî ìàíèïóëèðîâàòü ñ
ïîìîùüþ ïðÿìûõ è êîñâåííûõ ìåòîäîâ ýêñèòîííûìè ñîñòîÿíèÿìè â óêàçàííûõ
ñòðóêòóðàõ, à ñ äðóãîé  ïðåäëîæèòü ìåòîäû íåñòàöèîíàðíîé êîãåðåíòíîé ñïåê-
òðîñêîïèè. Ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî áîëüøîé äèïîëüíûé ìîìåíò ïåðåõîäà
â êâàíòîâûõ òî÷êàõ ïðèâîäèò ê ïðîÿâëåíèþ âëèÿíèÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ ïðè äîñòà-
òî÷íî íèçêîé èíòåíñèâíîñòè âîçáóæäàþùåãî ïîëÿ, êîãäà ïëîòíîñòü ýêñèòîííûõ
ñîñòîÿíèé íåâûñîêà. Êàê èçâåñòíî, ëîêàëüíîå ïîëå ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ â âèäå äè-
íàìè÷åñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû ëèíèè ïîãëîùåíèÿ îò ðåçîíàíñà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî
ðàçíîñòè íàñåëåííîñòåé óðîâíåé ýêñèòîííûõ ïåðåõîäîâ, à òàêæå â âèäå çàâèñèìîñòè
ñêîðîñòè àçîâîé ðåëàêñàöèè îò âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû. Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû
îñîáåííîñòè îñöèëëÿöèé àáè â êâàíòîâûõ òî÷êàõ ñ ó÷åòîì âûøåóêàçàííûõ àê-
òîðîâ. Ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êâàíòîâûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ
ñòðóêòóðíî ñîâåðøåííûìè.
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1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìèêè ìåæçîííûõ ïåðåõîäîâ â ïî-
ëóïðîâîäíèêàõ è ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñòðóêòóðàõ ïðè èìïóëüñíîì âîçäåéñòâèè,
ñòðîãî ãîâîðÿ, òðåáóåò ìíîãî÷àñòè÷íîãî ïîäõîäà ñ ó÷åòîì êóëîíîâñêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ, îáìåííûõ ýåêòîâ è ýêðàíèðîâàíèÿ. Âàæíîñòü ýòèõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ
ýåêòîâ íåîäíîêðàòíî ïîä÷åðêèâàëàñü [1℄. Ïðîèñõîäÿùèå ïðîöåññû ìîãóò áûòü
ïðîàíàëèçèðîâàíû íà îñíîâå ïîëóïðîâîäíèêîâîé ìîäèèêàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé
Áëîõà äëÿ íàâåäåííîé ïîëÿðèçàöèè, ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ è äûðîê. Îòëè÷èå óêà-
çàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îò ñèñòåìû óðàâíåíèé Áëîõà äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ñðåä
ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî îíà âêëþ÷àåò îáìåííûå ýåêòû, êîòîðûå ìîäèèöè-
ðóþò ïîëå â ñðåäå, ÷àñòîòó ïåðåõîäà è çîííóþ ñòðóêòóðó. Ó÷àñòèå òÿæåëûõ è ëåã-
êèõ äûðîê çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ñèòóàöèþ, òðåáóÿ ðàññìîòðåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå
øåñòèçîííîé ìîäåëè. Â ñëó÷àå áîëüøîãî ðàñùåïëåíèÿ ñîñòîÿíèé ëåãêèõ è òÿæå-
ëûõ äûðîê äîñòàòî÷íî ó÷èòûâàòü ïåðåõîäû òîëüêî ñ ó÷àñòèåì òÿæåëûõ äûðîê.
Òîãäà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðàññìîòðåíèþ äâóõçîííîé ìîäåëè. ëàâíûìè
îñîáåííîñòÿìè ñèñòåìû óðàâíåíèé Áëîõà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìîñòü
ó÷åòà ïåðåíîðìèðîâêè ÷àñòîòû àáè çà ñ÷åò îáìåííûõ ïðîöåññîâ è çàâèñèìîñòü
ñêîðîñòè àçîâîé ðåëàêñàöèè îò êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé γsj(N) [1℄. Â îáùåì ñëó-
÷àå çàâèñèìîñòü γsj(N) èìååò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé âèä, îäíàêî ïðè íèçêîì óðîâíå
âîçáóæäåíèÿ ñðåäû γsj(N) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ∆N = N−N0 (N0  ðàâíî-
âåñíîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà) è îãðàíè÷èòüñÿ ëèíåéíûì ÷ëåíîì
ðàçëîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíñàìáëü êâàíòîâûõ òî÷åê, êî-
òîðûå èç-çà âûñîêîé ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ïàð â íèõ âî âñåõ
òðåõ èçìåðåíèÿõ ïîäîáíî àòîìàì èìåþò ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé ñïåêòð, òî âïîëíå
îïðàâäàííî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâóõóðîâíåâîå ïðèáëèæåíèå ñ ó÷åòîì äèíàìè÷å-
ñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû è íåëèíåéíîãî õàðàêòåðà àçîâîé ðåëàêñàöèè. Â ðåçóëüòàòå
èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
∂p
∂t
= iEln+ i(δ + ωLn)p− (γ2 − αn) p (1)
∂n
∂t
= 2i(E∗l p− p∗El)− γ1 (n− 1) (2)
ãäå p = u + iv  ïîëÿðèçàöèÿ, u = ρ12 + ρ21 , v = i(ρ12 − ρ21) , n = ρ11 − ρ22
ðàçíîñòü íàñåëåííîñòåé, ρij  ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè (i, j = 1, 2), E =
= µE˜/~ = β/2 , δ = (ω − ω0
21
) , ωL = 4piNµ
2/3~  ÷àñòîòà Ëîðåíòöà, ω íåñóùàÿ
÷àñòîòà èìïóëüñà,ω0
21
 öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà ñïåêòðîñêîïè÷åñêîãî ïåðåõîäà, µ 
äèïîëüíûé ìîìåíò ðåçîíàíñíîãî ïåðåõîäà, N  êîíöåíòðàöèÿ àêòèâíûõ öåíòðîâ,
γ−1
2
= γ−1ph = T2 , γ
−1
1
= T1 , T1, T2  âðåìåíà ïðîäîëüíî è ïîïåðå÷íîé ðåëàêñàöèè
ñîîòâåòñòâåííî, α  ïàðàìåòð äåàçèðîâêè çàâèñÿùåé îò âîçáóæäåíèÿ.
Êàê ñëåäóåò èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2), ñöåíàðèé ïîâåäåíèÿ ýêñèòîííûõ
ñîñòîÿíèé â ïîëå èìïóëüñà ñâåòà ìîæåò áûòü î÷åíü ðàçíîîáðàçíûì â çàâèñèìî-
ñòè îò ïàðàìåòðîâ èìïóëüñà è ñðåäû, à èìåííî: îò èíòåíñèâíîñòè è äëèòåëüíîñòè
èìïóëüñà, îò ñêîðîñòè àçîâîé ðåëàêñàöèè è ïàðàìåòðà α , õàðàêòåðèçóþùåãî åå
íåëèíåéíîñòü, îò äèïîëüíîãî ìîìåíòà ðåçîíàíñíîãî ïåðåõîäà è êîíöåíòðàöèè íî-
ñèòåëåé çàðÿäà, íàêîíåö, îò îòñòðîéêè íåñóùåé ÷àñòîòû èìïóëüñà îò ðåçîíàíñà
è ÷àñòîòû Ëîðåíöà. Â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ îïèñàòü äèíàìèêó ýêñèòîííûõ
ñîñòîÿíèé àíàëèòè÷åñêè. Ïîýòîìó íèæå ðàññìîòðèì ðÿä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.
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2. Îñöèëëÿöèè àáè â ïîëå óëüòðàêîðîòêîãî èìïóëüñà ñâåòà
Îñòàíîâèìñÿ íà àíàëèçå äèíàìèêè ýêñèòîííûõ ñîñòîÿíèé â ïîëå óëüòðàêîðîò-
êîãî (êîãäà ðåëàêñàöèîííûìè ïðîöåññàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü: γ1 = γ2 = α = 0)
èìïóëüñà ñâåòà. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1), (2) ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåìó óðàâíå-
íèþ äëÿ ðàçíîñòè íàñåëåííîñòåé:
∂2n
∂t2
= −
(
β2 + δ2 − δωL −
ω2L
2
)
n− 3
2
δωLn
2 − ω
2
L
2
n3 + δ(δ + ωL). (3)
Óðàâíåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùåå êîëåáàíèÿ íåëèíåéíîãî àíãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà [2℄. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∂n
∂t
= ±
√
2(W0 −W (n)), (4)
ãäå ïîñòîÿííàÿ W0 äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò ñìûñë ïîëíîé ýíåð-
ãèè, çíà÷åíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à W (n) èìååò ñìûñë ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì, îïèñàíèå ñèãíàëà íóòàöèè (ïîâåäåíèå ðàç-
íîñòè íàñåëåííîñòè) ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíîãî àíãàð-
ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èëè ê àíàëèçó äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîòåí-
öèàëüíîì ïîëå W (n) . Â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà óðàâíåíèå (3) ïðèìåò âèä:
∂2n
∂t2
= −(β2 − ω
2
L
2
)n− ω
2
L
2
n3. (5)
Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì, îïèñàííûì â [2℄. Îêîí-
÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòè íàñåëåííîñòåé èìååò âèä:
n = cn
(
βt;
ω2L
4β2
)
. (6)
Çäåñü cn  êîñèíóñ ßêîáè. Àíàëèç âûðàæåíèÿ (6) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèé
âûâîä: â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñòðóðàõ ñèãíàë íåñòàöèîíàðíîé íóòàöèè ìîæåò
áûòü îõàðàêòåðèçîâàí ÷åòûðüìÿ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ïîâåäåíèÿ (ñì. ðèñ. 1). Ê
òàêèì òèïàì ïîâåäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå:
1. àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 2E , âîçíèêàþùèå â ñëó÷àå ìàëîãî ÷à-
ñòîòíîãî ñäâèãà, âûçâàííîãî âëèÿíèåì ëîêàëüíîãî ïîëÿ (ωL = 0). Â ìåõàíè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ñèì-
ìåòðè÷íîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå.
2. Ñâåðõíåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì T = (4/β)K(ω2L/4β
2)) . Ñëó÷àé õà-
ðàêòåðåí äëÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñ äâóìÿ ÿìàìè.
Ïðè ñâîåì äâèæåíèè ýòà òî÷êà ïðîõîäèò ÷åðåç îáà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè. Íóòàöèÿ ñ òàêèì òèïîì êîëåáàíèé âîçíèêàåò, êîãäà ω2L/4β
2 < 1 .
3. Êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì T = ∞ . Ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïî ñåïàðàòðèñå â
àçîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ n . Âîçíèêàåò â ñëó÷àå òî÷íîãî ðàâåíñòâà ωL = 2β . Ïðè
ýòîì ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (îñîáàÿ
òî÷êà òèïà ñåäëà).
4. Ñèëüíî íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì T = (2/β)Re [K(ω2L/4β
2)] . Íóòàöèÿ
ñ òàêèì òèïîì êîëåáàíèé âîçíèêàåò, êîãäà ω2L/4β
2 > 1 . Ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèþ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â îäíîé èç ÿì äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà.
Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà àíàëèçå âëèÿíèÿ îòñòðîéêè îò ðåçîíàíñà íà ðàññìàò-
ðèâàåìûé ñèãíàë. Îòñòðîéêà îò ðåçîíàíñà ïðèâîäèò ê àñèììåòðèè äâóõúÿìíîãî
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èñ. 1. àçëè÷íûå òèïû êîëåáàíèé ðàçíîñòè íàñåëåííîñòåé óðîâíåé (n(t/τp)) è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì îðìû ïîòåíöèàëüíûõ ÿì (W (n))
ïîòåíöèàëà, íî íå ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì â ñèãíàëå íóòàöèè, èçìå-
íÿÿ ëèøü ïåðèîä è àìïëèòóäó îñöèëëÿöèé àáè. ×òîáû ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòè íàñåëåííîñòåé ïðè íåðåçîíàíñíîì âîçáóæäåíèè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî
∣∣δβ2/ 3√ωL ∣∣ ≪ 1 , òî åñòü ÷òî δ ≪ 1 . Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (3) èìååò âèä:
n = cn
(
βt;
(δ + ωL)
2
4β2
)
. (7)
Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (7) è (6) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñèãíàëå íåñòàöèîíàðíîé íó-
òàöèè âëèÿíèå ìàëûõ îòñòðîåê îò ðåçîíàíñà ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ìàëîå èçìåíåíèå
÷àñòîòû Ëîðåíöà. Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷åò îòñòðîéêè îò ðåçîíàíñà ìîæíî â íåêî-
òîðîé ñòåïåíè óïðàâëÿòü ðåæèìàìè îñöèëëÿöèé ñèãíàëà íóòàöèè.
3. Îñöèëëÿöèè àáè ñ ó÷åòîì àçîâîé ðåëàêñàöèè
Êàê ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûé àíàëèç (1), (2), â óñëîâèÿõ äèïîëü-äèïîëüíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ïàð â ïîëå äîñòàòî÷íî äëèííîãî èìïóëüñà ñâåòà,
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èñ. 2. Ñèãíàë íåñòàöèîíàðíîé íóòàöèè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà äåàçèðîâêè çàâè-
ñÿùåé îò âîçáóæäåíèÿ (δ = 0): a) α = 0 ; b )α = 0.5 ; ) α = 1
êîãäà ó÷åò àçîâîé ðåëàêñàöèè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì, ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò îäíî-
ãî òèïà îñöèëëÿöèé àáè ê äðóãîìó (ðèñ. 2). Ìîìåíò ïåðåõîäà çàâèñèò îò ñêîðîñòè
àçîâîé ðåëàêñàöèè. Â ýòîé ñèòóàöèè àíàëèç ñèãíàëà íóòàöèè ïðè δ = 0 óäîáíî
ïðîâîäèòü íà áàçå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:
∂2n
∂t2
= −β2n− 2βωLnu− γ2
∂n
∂t
, (8)
∂u
∂t
=
ωLn
2β
∂n
∂t
− γ2u, (9)
êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèé Áëîõà (1), (2) ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ v -êîìïîíåíòû
ïîëÿðèçàöèè ïðè óñëîâèÿõ α = 0 è δ = 0 . Ââåäåì íîâóþ óíêöèþ s(t) òàêóþ, ÷òî
∂s/∂t = u . Òîãäà óðàâíåíèÿ (8), (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂2n
∂t2
=
(
−β2 + 2γ2βωLs+
ω2L
2
)
n− ω
2
L
2
n3 − γ2
∂n
∂t
, (10)
∂s
∂t
= −ωL
4β
(1− n2)− γ2s. (11)
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî óíêöèÿ s èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ss = −
−ωL/4βγ2 . Íàéäåì óñëîâèÿ, êîãäà êîýèöèåíò ïðè n â óðàâíåíèè (10) îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà ñèñòåìû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì
èçìåíèòñÿ. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå sc óíêöèè s , ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óêà-
çàííîå óñëîâèå, èìååò âèä:
sc = −
ω2L − 2β2
4γ2βωL
. (12)
Äàëüíåéøèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ óíêöèè s ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííûé ïåðåõîä
ìåæäó òèïàìè êîëåáàíèé ìîæåò âîçíèêàòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòà Ëîðåí-
öà áîëåå ÷åì â
√
2 ðàç áîëüøå ÷àñòîòû àáè. Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (11) êàê
íåîäíîðîäíîå äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî s :
s = −ss(e−γ2t − 1) +
ωL
4β
e−γ2t
t∫
0
n2eγ2x dx. (13)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ìîìåíò ïåðåõîäà t˜ îò îäíîãî òèïà êîëåáàíèé ê äðó-
ãîìó, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåäåíèå óíêöèè s(t) îïèñûâàåòñÿ ïåðâûì ñëàãàåìûì
âûðàæåíèÿ (13): s˜(t) = −ss(exp(−γ2t)− 1) , à âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåêîòîðóþ ïîïðàâêó, êîòîðàÿ ëèøü êîððåêòèðóåò ïîâåäåíèå s˜(t) . Òàê êàê âòîðîå
ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (13) âñåãäà áîëüøå íóëÿ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî óíê-
öèÿ s(t) íå ìåíüøå s˜(t) äëÿ ëþáûõ t > 0 . Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
íàøè îöåíêè t˜ áóäóò çàíèæåííûìè. Íàéäåì t˜ èç óñëîâèÿ s˜(t˜) = sc :
t˜ = − 2
γ2
ln(
β
ωL
). (14)
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (10) è ðàññìîòðèì åãî ðåøåíèÿ â ïðåäåëüíûõ
ñëó÷àÿõ s = 0 , s = ss è s = sc , òî åñòü âûÿñíèì, êàê âåäåò ñåáÿ ðàçíîñòü íà-
ñåëåííîñòåé â íà÷àëå è â êîíöå äåéñòâèÿ âîçáóæäàþùåãî ïîëÿ, à òàêæå â ìîìåíò
ïåðåõîäà îò îäíîãî òèïà êîëåáàíèé ê äðóãîìó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå
íàìè âðåìåííûå èíòåðâàëû (âáëèçè t = 0; τp; t˜) íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî ðåëàêñàöèîí-
íûå ïðîöåññû íå îêàçûâàþò çíà÷èòåëüíîãî âëèÿíèÿ íà ïîâåäåíèå ñèãíàëà íóòàöèè
â ýòè ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Ïðè s = 0 óðàâíåíèå (10) ïåðåõîäèò â
∂2n
∂t2
=
(
−β2 + ω
2
L
2
)
n− ω
2
L
2
n3.
åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä: n(t) = cn(βt;ω2L/4β
2) , à ïåðèîä êîëåáàíèé
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:
T =
(4/β)K(ω
2
L/4β
2), ω2L/4β
2 < 1,
(2/β)Re(K(ω2L/4β
2)), ω2L/4β
2 > 1.
Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, êîãäà s = ss , óðàâíåíèå (10) ïðèíèìàåò âèä:
∂2n
∂t2
= −β2n− ω
2
L
2
n3.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî n3 ≪ n â êîíöå äåéñòâèÿ èìïóëüñà, ñëåäîâàòåëü-
íî, åãî âëèÿíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåäåíèå ñèãíàëà íóòàöèè
â êîíöå äåéñòâèÿ èìïóëüñà áóäåò îïèñûâàòüñÿ óíêöèåé cos(βt) , à ïåðèîä áóäåò
ðàâåí T = 2pi/β , ïðè÷åì T íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû Ëîðåíöà.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè s = sc óðàâíåíèå (10) ïðåîáðàçóåòñÿ ê
∂2n
∂t2
= −ω
2
L
2
n3.
åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèå èìååò âèä: n(t) = cn(ωL/
√
2t; 1/2) , à ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàâåí T = 4
√
2/ωLK(1/2) ≈ 10.5/ωL
Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå îáðàòíûõ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé ðàçíîñòè íàñå-
ëåííîñòåé óðîâíåé â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ ÷àñòîòû Ëîðåíöà ê ÷àñòîòå àáè.
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî âîçìîæíî òðè ðåæèìà îñöèëëÿöèè ñèãíàëà íóòàöèè:
1) ÷àñòîòà â íà÷àëå èìïóëüñà ìåíüøå ÷àñòîòû â êîíöå èìïóëüñà;
2) ÷àñòîòà â íà÷àëå èìïóëüñà áîëüøå ÷àñòîòû â êîíöå èìïóëüñà; âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ áîëüøèõ ωL ;
3) ÷àñòîòû îñöèëëÿöèè â íà÷àëå è â êîíöå èìïóëüñà ñîâïàäàþò; ýòîò ðåæèì
âîçìîæåí â ñëó÷àå ìàëûõ ωL è ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâóþùåì ïåðåñå÷åíèþ êðèâîé a) ñ
ïðÿìîé b) â òî÷êå A (ñì. ðèñ. 3).
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èñ. 3. Çàâèñèìîñòü îáðàòíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèãíàëà íóòàöèè îò îòíîøåíèÿ ωL/β .
Êðèâàÿ a) ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì â íà÷àëå äåéñòâèÿ èìïóëüñà; b)  êîëåáàíèÿì â êîíöå
äåéñòâèÿ èìïóëüñà; )  êîëåáàíèÿì â ìîìåíò t = t˜ ; d)  1/2pi
√
β2 + ω2L
Óêàçàííûå òðè ðåæèìà îñöèëëÿöèé ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííûì ñöåíàðèÿì
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíîé êðèâîé â ìîìåíò äåéñòâèÿ èìïóëüñà: 1) äâóõúÿì-
íûé ïîòåíöèàë ñî âðåìåíåì òðàíñîðìèðóåòñÿ â îäíîÿìíûé; 2) îäíîÿìíûé ïî-
òåíöèàë òðàíñîðìèðóåòñÿ â äâóõúÿìíûé, ïðè ýòîì êîëåáàíèÿ áóäóò ïðîèñõîäèòü
â îäíîé èç ÿì; 3) ïîòåíöèàë îñòàåòñÿ îäíîÿìíûì, ïðåîáðàçóåòñÿ åãî îðìà. Èç
ñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ê êîíöó äåéñòâèÿ âîçáóæäàþùåãî èìïóëüñà
àíãàðìîíèçì, âûçâàííûé âëèÿíèåì ëîêàëüíîãî ïîëÿ, ïîäàâëÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì
ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ è íå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Îäíàêî î
âëèÿíèè ëîêàëüíîãî ïîëÿ ìîæíî ñóäèòü ïî îòëè÷èþ ïåðèîäîâ îñöèëëÿöèé ñèãíà-
ëà íóòàöèè â íà÷àëå è â êîíöå äåéñòâèÿ èìïóëüñà, à ñêîðîñòü àçîâîé ðåëàêñàöèè
ìîæíî îöåíèâàòü ïî ìîìåíòó ïåðåõîäà îò îäíîãî òèïà êîëåáàíèé ê äðóãîìó. Îñîáîå
âíèìàíèå çàñëóæèâàåò êðèâàÿ d) íà ðèñ. 3. Êàê âèäíî, îíà õîðîøî îïèñûâàåò õà-
ðàêòåð îñöèëëÿöèé â ñëàáîì ïîëå [3℄ è â ñèëüíîì ïîëå. Îäíàêî îíà íå ñïðàâåäëèâà
äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà ωL ∼ β .
Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà α íà ñèãíàë íåñòàöèîíàðíîé
îïòè÷åñêîé íóòàöèè. Îáñóäèì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Âðåìåííîå
ïîâåäåíèå ñèãíàëà íåñòàöèîíàðíîé íóòàöèè â êâàíòîâûõ òî÷êàõ ïðåäñòàâëåíî íà
ðèñ. 2 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α . Ñèãíàë íóòàöèè ñîäåðæèò îñöèë-
ëÿöèè íà äâóõ ÷àñòîòàõ, êîòîðûå ðàçäåëåíû âî âðåìåíè. Ìîìåíò âðåìåíè, ïðè
êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò áîëüøåé ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé ê ìåíüøåé, çàâèñèò
îò ñêîðîñòè àçîâîé ðåëàêñàöèè è âåëè÷èíû α : ñ óâåëè÷åíèåì α óêàçàííûé âû-
øå ïåðåõîä ïðîèñõîäèò íà ìåíüøèõ âðåìåíàõ. Òàê êàê α ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëîé
âåëè÷èíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ γ2 , òî äëÿ îöåíêè óêàçàííîãî ìîìåíòà ïåðåõîäà ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ îðìóëîé:
t˜ = − 2
γ2 + α
ln
(
β
ωL
)
.
4. Âûâîäû
Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå áûëî äåòàëüíî èçó÷åíî âëèÿíèå ýåêòîâ ëîêàëüíîãî
ïîëÿ íà îñöèëëÿöèè àáè â íàíîñòðóêòóðàõ ñ êâàíòîâûìè òî÷êàìè. Áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïðè âîçáóæäåíèè êâàíòîâûõ òî÷åê óëüòðàêîðîòêèì èìïóëüñîì ñòàíîâÿòñÿ âîç-
ìîæíûìè ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ òèïà êîëåáàíèé â ñèãíàëå íóòàöèè. Â ñëó÷àå, êîãäà
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äëèòåëüíîñòü âîçáóæäàþùåãî èìïóëüñà òàêîâà, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðå-
ëàêñàöèîííûå ïðîöåññû, â ñèãíàëå íåñòàöèîíàðíîé íóòàöèè ìîæåò ïðîèñõîäèòü
ïåðåõîä îò îäíîãî òèïà êîëåáàíèé ê äðóãîìó. Ïðè ýòîì ìîìåíò âðåìåíè òàêîãî
ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ óíêöèåé ñêîðîñòè àçîâîé ðåëàêñàöèè è ïàðàìåòðà åå íåëè-
íåéíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè îñöèëëÿöèè ïðîèñõîäÿò
ñ ÷àñòîòîé, çàâèñÿùåé îò îòíîøåíèÿ β/ωL , à â êîíöå äåéñòâèÿ âîçáóæäàþùåãî
èìïóëüñà êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ ÷àñòîòîé β . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âû-
âîä, ÷òî ðåëàêñàöèîííûå ïðîöåññû ïîäàâëÿþò àíãàðìîíèçì, âûçâàííûé âëèÿíèåì
ëîêàëüíîãî ïîëÿ.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ Áåëîðóññêîãî ÔÔÈ
 Ô08Ì-180 è  Ô08-196, à òàêæå èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà  Ô09ÑÎ-013.
Summary
G.A. Rusetsky, O.Kh. Khasanov. Dynamis of Exiton Transitions in Semiondutor
Nanostrutures with Quantum Dots.
The work deals with the inuene of loal eld eets on the dynamis of exiton transitions
in semiondutor strutures with quantum dots. It is shown that in the eld of ultrashort light
pulse the dynami frequeny shift leads to the realization of osillations of four types inluding
bifurational mode. The Rabi osillations in the eld of long pulse, when the phase relaxation
eet beomes substantial, are analyzed. It is shown that in this ase three modes of osillations
are realized. In addition, the transition from one osillation frequeny to another is observed.
The moment of transition is determined by the phase relaxation rate and the value of its
nonlinearity.
Key words: quantum dots, semiondutor nanostrutures, nutation, nonlinear dynamis,
dynami frequeny shift, nonlinear harater of phase relaxation.
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